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λ-cálculo
Estructura inductiva de los programas

t ::= x | λx.t | tt

Reglas de cómputo
(λx.t)s →β t[s/x]

Cadenas de reducción Pueden ser infinitas
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λ-cálculo tipado
Motivación Lenguaje más seguro

Admitimos solo términos que tengan “sentido” e.g. f x
Tipos

A ::= τ | A → A
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La propiedad de terminación: Strong normalization

Definición

̸ ∃t →β t1 →β t2 →β · · ·

Motivación
▶ Obtener un resultado del cómputo
▶ Equivale a la simplificación de pruebas (vía Curry-Howard)
▶ Desarrollo de técnicas (e.g. tipos intersección, logical relations)
▶ Es interesante

Reducibilidad [Tait’67, Girard’72]: la técnica más usada
▶ Concisa
▶ Extensible a sistemas más complejos (e.g. System F, CoC)
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Construyendo reducibilidad por prueba y error
Primer intento

Inducción en t

Caso aplicación ts

▶ HI: t y s SN
▶ no alcanza para ver SN

si t = λx.t′

Solución
▶ observar qué deben cumplir los

términos para ser SN
▶ ¿qué necesito de la HI?

Dado un término t, debe cumplir:
1. ser SN “solo”
2. ser SN al “combinarse” (aplicarse)

Candidatos de reducibilidad
▶ Los tipos indican cómo puede combinarse un término
▶ Por inducción en el tipo, definimos los conjuntos de términos que cumplen: los reducibles

REDτ = SN

REDA→B = { t | ∀s ∈ REDA. ts ∈ REDB }
▶ Propiedades de RED:

▶ cerrado por reducción
▶ """cerrado por antireducción"""

▶ Vemos que todos los términos son reducibles: t : A =⇒ REDA(t)
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¿Por qué buscar alternativas?
Gallier (en Proving properties of typed λ-terms using realizability, covers, and sheaves)

van de Pol (en Two different strong normalization proofs?)
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Medidas decrecientes
Definición

A mapping satisfying
M →β N

# : Λ → WFO =⇒
#(M) > #(N)

Corolario

̸ ∃ M1 →β M2 →β · · ·

#(M1) > #(M2) > · · ·

Motivación
▶ insight
▶ intuition
▶ metrics

El Koan #26
▶ Posed by Gödel
▶ Submitted by Barendregt
▶ Find an “easy” mapping from λ→ to ordinals

¿Por qué no es trivial?
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Resultados
[Barenbaum & Sottile FSCD’23]
▶ Cálculo con memoria λm para manipular el “descarte” de cómputo
▶ Medida W : contar de memorias acumuladas
▶ Medida T m : generalización de la medida parcial de Turing

[Barenbaum, Ronchi della Rocca, Sottile MFPS’25]
▶ Presentación à la Church de tipos intersección
▶ Adaptación de W a tipos intersección

syntactic SN proofs

Gandy/de Vrijer Nederpelt/Klop

Turing’s WN DM

intersection extrinsic

intersection intrinsic
λm

W T m

W∩
Kfoury&Wells Boudol
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El cálculo con memorias λm



El cálculo λm

Definición
t ::= xA | λx.t | t t | t⟨t⟩ (λxA.t)s →m t[s/xA] ⟨s⟩

Intuiciones

árbol de ejecución en cálculo λ simple

árbol de ejecución en λm
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Redex degrees
Altura del tipo Ejemplo: tipo identidad

Altura visto τ → τ
como árbol →

τ τ

1

Grado de un redex Ejemplo: función identidad

Altura del tipo (λxτ .x)s
de la función

@

λxA s

tB h(A → B)

@

λxτ s

x h(τ → τ) = 1
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Turing: cota para redex degrees

Definición
grado del tipo de la función

...

@

λxA s

tB

deg(A → B)

→β

Observación de Turing
elegir un paso de reducción crea
nuevos pasos más pequeños

...

tB

s ss

deg(R new) < deg(A → B)
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W: counting memories



La medida W: definición
Operaciones

simplificación
de grado D
de un programa
(recursión estructural)

▶ Movilidad en el árbol
▶ Garantía de forma

normal
▶ “Atajo de ejecución”

en el metalenguaje

W(t) = w(S∗(t))

Cristian Sottile Strong normalization y medidas decrecientes: demostraciones sintácticas de terminación en λ-cálculo tipado 13 / 24



La medida W: prueba
Lemas
▶ t →∗

m S∗(t)
▶ S∗(t) = nf(t)
▶ Dmax(t) >

Dmax(SDmax(t))
Teorema

W decrece con
la ejecución
t →Ch s
=⇒
W(t) > W(s)
Intuición
▶ Si t → s borra
▶ Si no t → s

“aparece” en
W(t) pero no
en W(s)Cristian Sottile Strong normalization y medidas decrecientes: demostraciones sintácticas de terminación en λ-cálculo tipado 14 / 24



Otros resultados

Otra medida: generalización de una medida de Turing [Barenbaum, S.]

▶ Turing dio una medida parcial basada en
multisets

▶ Solo funciona para una rama de ejecución
▶ Medida:

▶ multisets anidados [ (4,m1), (3,m2),
(3,m3), ... ]

▶ elementos obtenidos de distintas
proyecciones del árbol

Adaptación de W a tipos intersección [Barenbaum, Ronchi della Rocca, S.]

▶ Tipos intersección: las variables tienen muchos tipos
▶ Definimos variante intrínseca
▶ Introducimos memorias y definimos la medida
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Conclusiones y trabajo futuro

Conclusiones
▶ Repasamos técnicas de demostración de strong normalization
▶ Definimos el cálculo con memorias λm, con el que:

▶ definimos W: la medida de las memorias acumuladas en el resultado
▶ adaptamos W a Λ∩, obteniendo una medida más sencilla que las existentes
▶ generalizamos una medida de Turing desde WN a SN

Trabajo futuro
▶ Refinado de W a exactitud: W(t) es exactamente el “costo” de ejecución de t

▶ Adaptación de W a otro sistema de tipos intersección
▶ Formalización en asistentes de pruebas (Agda, Coq, Lean)
▶ Comparación de W con las medidas de Gandy y de Vrijer
▶ Explorar la posibilidad de extender W a System F
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Refinado de W a exactitud
▶ árbol de ejecución en cálculo λ simple

▶ árbol de ejecución en λm
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T m: generalizing Turing’s WN measure



La medida T m

Adaptación a SN de una medida dada por Turing para WN

[3, 3, 3, 2, 1, 1, 1]

Agregamos información
[ (2, ? ), (1, ? ) ]

Idea
Development of degree D reduction involving only redexes D

All developments of degree D paths of the complete D-reduction graph from t

Mediante una técnica similar a la simplificación, seleccionamos partes de este árbol, y la
medida es una anidación sobre esas partes
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W∩:
extending W to

Idempotent Intersection Types



Motivation
To find simpler proofs of strong normalization for idempotent intersection types

Existing decreasing measures

[Kfoury & Wells’95]
▶ Domain of DM: multiset of numbers
▶ Methodology: WN =⇒ SN + DM proving WN (indirect)
▶ Auxiliary calculus: a la Curry

[Boudol’03]
▶ Domain of DM: pair of numbers
▶ Methodology: WN =⇒ SN + DM proving WN (indirect)
▶ Auxiliary calculus: a la Church, ad hoc

Our proposal Barenbaum, Ronchi della Rocca & Sottile (WIP)
▶ Domain of DM: number
▶ Methodology: DM proving SN (direct)
▶ Auxiliary calculus: a la Church, correspondent of a la Curry calculus
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Tipos intersección idempotente(ΛCu
∩ )

[Coppo-Dezzani’79]

Key idea Allowing variables to have multiple types

Γ, x : A ⊢ x : A ⇝ Γ, x : {A1, ..., An} ⊢ x : Ai

Grammar of types

A ::= a | {A1, ..., An} → A (Ai ̸= Aj if i ̸= j) (n ∈ N)

Typing rules

Γ ⊢e M : A⃗ → B

(Γ ⊢e N : Ai)i∈I

Γ ⊩e N : {A1, . . . , An}
∩

Γ ⊢e M N : B
@
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Tipos intersección idempotente(ΛCh
∩ )

Key idea Allowing variables to have multiple types

Γ, x : A ⊢ x : A ⇝ Γ, x : {A1, ..., An} ⊢ xAi : Ai

Typing rules

Γ ⊢e M : {A1, . . . , An} → B

(Γ ⊢e si : Ai)i∈I

Γ ⊩e {s1, ..., sn} : {A1, . . . , An}
∩

Γ ⊢e M {s1, ..., sn} : B
@

Propiedades
▶ Correpondencia
▶ Simulación

M
β
// N

⊏ ⊏

t
+
Ch
// s

t
Ch
// s

Ch
∗ // s

⊐ ⊐

M
β
// N
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La medida decreciente
Adaptación de la técnica a ΛCh

∩

▶ Adición de memorias al lenguaje con multitérminos-tipos
▶ Definición de medida w(S∗(t))
▶ Adaptación/adición de casos en las definiciones y pruebas

Traslación del resultado: de Church a Curry

t

⊏

M →β N

→+
Ch s

⊏

W∩(t) W∩(s)

ΛCu
∩ satisface SN Γ ⊢Cu M : A =⇒ M ∈ SN
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